Burnsides p®g®-Satz

VON ANDREAS KLOCKNER

Ein Vortrag im Seminar “Darstellungstheorie endlicher Gruppen” von
Dr. S. Kiihnlein und Prof. Dr. C.-G. Schmidt

28. Mazi 2003
Inhaltsverzeichnis
Inhaltsverzeichnis . .. .. . .. . . ... e 1
1 Einfihrung . . .. .. .. . . e 1
2 Vorbereitungen . . . .. .. .. ... .. e 1
2.1 Ganzalgebraische Zahlen . ... ... ... . ... .. 1
2.2 “Arithmetische Mittel” von Einheitswurzeln .. ... ... ... ... ... ... ....... 4
2.3 Charaktertheoretische Vorbereitungen ... ... ... ... ... . ... .. .. ....... 5
3 Burnsides p®qP-Satz . .. .. ... ... 7
4 Schlussbemerkungen . . ... ... ... .. ... . ... 9
Literaturverzeichnis . ... ... ... . ... e 9

1 Einfiihrung

Im Rahmen dieses Vortrags werden wir die Struktur derjenigen endlichen Gruppen kldren, deren
Ordnung von hochstens zwei Primzahlen geteilt wird. Zu diesem Zweck benétigen wir einiges an
Theorie. Zunichst werden wir uns mit dem Begriff der ganzalgebraischen Zahlen auseinander-
setzen, dann ein zentrales Lemma beweisen, das sich mit so etwas wie “arithmetischen Mitteln”
von Einheitswurzeln beschiftigt. Wir bauen ein wenig auf den Resultaten der vergangenen Vor-
trage auf und werden einen Satz beweisen, der innerhalb der Charaktertheorie schon recht tief
liegt. Schlieflich ndhern wir uns iiber mehrere Lemmata unserem Hauptergebnis.

Dieser Vortrag basiert auf [Col90], [Neu92], [JL93] und [Ser77]. Diese Ausarbeitung mag
manchem, der sich durch sie hindurchwiihlt, sehr ausfiihrlich erscheinen, dies erwuchs aus
meinem Wunsch, mir selber keine Frage offen zu lassen. Jeden, der sich gelangweilt fiihlt, bitte
ich ausfiihrlichst um Entschuldigung.

2 Vorbereitungen

2.1 Ganzalgebraische Zahlen

Im Folgenden sei stets mit dem Begriff “Ring” ein kommutativer Ring mit 1 gemeint.

Definition 2.1. Sei A C B eine Ringerweiterung. Ein Element b € B heif$t ganzalgebraisch tiber
A, falls es Nullstelle eines normierten Polynoms in A[X] ist, d.h.

"+ an 1"+t ap=0 (n>1).
mit a; € A.
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Es wére natiirlich wiinschenswert, dass das Produkt und die Summe zweier ganzalgebraischer
Zahlen wieder ganzalgebraisch sind. Das ist tatsdchlich so, aber dieses Resultat fallt uns leider
nicht direkt in den Schok.

Um vorab ein wenig klarer werden zu lassen, was fiir Gebilde diese ganzalgebraischen Zahlen
sind, betrachten wir diese Beispiele:

A ist iiber sich selbst ganzalgebraisch: Jedes a € A ist Nullstelle der Gleichung X —a =0.

n-te Einheitswurzeln erfiillen die Gleichung X™ — 1 = 0 und sind somit ganzalgebraisch
iiber Z. Damit erhalten wir recht einfach, unter Benutzung der noch zu beweisenden
Abgeschlossenheit bzgl. der Addition:

Folgerung 2.2. Sei x: G — C ein Charakter einer Gruppe G. Dann ist fir g € G x(g)
ganzalgebraisch tber 7.

Beweis. Es existiert eine Darstellung p, so dass x = tr(p) ist, d.h.x(g) ist Summe der
Eigenwerte von p(g). Nun ist p(g) von endlicher Ordnung, und damit seine Eigenwerte
auch. Komplexe Zahlen endlicher Ordnung sind nichts anderes als Einheitswurzeln und
damit wg. obiger Bemerkung ganzalgebraisch. x(g) ist damit Summe ganzalgebraischer
Zahlen (némlich der Eigenwerte von p(g)) und somit ganzalgebraisch iber Z. O

Damit wird auch klar, wo der Zusammenhang zwischen Ganzalgebraizitidt und der
Charaktertheorie zu suchen ist.

Es gibt auch einen Zusammenhang zwischen den Begriffen “ganz” und “ganzalgebraisch”.
Oberflachlich kénnte man sagen, dass fiir Briiche p/q die Ganzalgebraizitit daran schei-
tert, dass das Polynom in der Gleichung g X — p =0 nicht normiert ist.

Proposition 2.3. Sei p/q € Q eine iber Z ganzalgebraische Zahl mit ¢ > 0 und ggT(p,
g)=1. Dann ist ¢g=1.

Beweis. b:=p/q ist Nullstelle eines normierten ganzzahligen Polynoms, etwa
b+ ap_ 16" 1+ +arb+ag=0.
Man kann dann folgendermaften umformen:
"+ an_1b" "1+ +atbtag = 0

Ph+an1p" g+ +apg” t+ag” 0
g(an—1p" 1+ +apg* T +aoq" ) = —p

Angenommen ¢ # 1. Da die a; € Z vorausgesetzt waren, ist der Ausruck in der Klammer
ganzzahlig. Also ist ¢ ein Faktor in p™, im Widerspruch dazu, dass p teilerfremd zu ¢ vor-
ausgesetzt war. O

Wir wissen damit, dass b € Q ganzalgebraisch iiber Z ist genau dann, wenn b € 7Z ist.
Man koénnte sagen, dass Z in Q so etwas wie “ganz abgeschlossen” ist. Analog zeigt man,
dass jeder faktorielle Ring in seinem Quotientenkdrper ganz abgeschlossen ist.

Satz 2.4. Seien A C B eine Ringerweiterung und G die Menge der iiber A ganzalgebraischen
Elemente. Dann ist G ein Ring, und es gilt ACG C B.

Um dies zu zeigen, ben6tigen wir zwei Hilfsresultate.

Lemma 2.5. Sei A ein Ring und D = (d;,;) € A™™". Definiere dann die (so genannte zu
D “adjunkte”) Matriz

D*=(djj) = (—1)"*det(D;s),

wobei D j; aus D durch Streichen der j-ten Zeile und i-ten Spalte hervorgeht. Man erhdlt

D D*=D*D =det(D)I,
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und insbesondere gilt fir jeden Vektor x € A"
Dz =0=det(D)z =0.

Beweis. (zu Lemma 2.5) Sei E:=D*D = (e;;). Dann gilt
e; = Z (—1)i+kdet(Dki)d;€j
k=1
Falls nun i = j gilt, so ist nach dem Entwicklungssatz fiir Determinanten e;; = det(D). Andern-
falls kann man den Ausdruck als die Entwicklung einer Determinante auffassen, in der eine
Spalte (die j-te, die ja in Dg; noch enthalten ist) doppelt vorkommt. Somit gilt fiir ¢ # j auch
e;; =0. Fiir die zweite Behauptung mache man sich klar, dass

Dz=0=D*Dz=0=det(D)Iz=det(D)z=0.

Nun wollen wir den Begriff der Ganzalgebraizitit etwas abstrakter charakterisieren.

Lemma 2.6. Sei A C B eine Ringerweiterung. Dann gilt: by, ..., b, € B sind ganzalgebraisch tiber
A genau dann, wenn der Ring Albs, ...,b,] als A-Modul aufgefasst endlich erzeugt ist.

Bemerkung 2.7. Seien A C B C C Ringerweiterungen, und es sei B ein endlich erzeugter A-
Modul und C ein endlich erzeugter B-Modul. Dann ist C auch ein endlich erzeugter A-Modul.
(Man nimmt zwei Erzeugendensysteme {b;} C B, {¢;} C C, dann ist {b,c;} ein A-Erzeugendensy-
stem von C.)

Beweis. (zu Lemma 2.6) “ = ”: Wir betrachten zunéchst den Fall n = 1. Sei b € B ganzalge-
braisch iiber A, weiterhin f € A[X] das zu b gehdrige normierte Polynom vom Grad k > 1. Sei
b’ € A[b]. Dann lésst sich b schreiben als b’ = g(b) mit einem Polynom g € A[X]. Man kann dann
eine Polynomdivision

9(z) = q(z) f(2) +7(2)

durchfithren (der Leitkoeffizient von f ist schlieRlich eine Einheit), und es ergeben sich r, g €
A[X] mit Or < k. Es gilt

9(b) =q(b) f(b) +r(b) =7 (b) =ao+ arb+ - +ap_1b* "

D.h. unabhingig vom urspriinglichen Grad von g ldsst sich b’ bzgl. eines endlichen Erzeugen-
densystems b*~1,...,b, 1 darstellen.

Sei nun n beliebig. Wir zeigen die Behauptung durch Induktion nach n. Den Induktionsan-
fang (n = 1) haben wir gerade gezeigt. Sei die Behauptung nun giiltig fir n — 1, d.h. R :=
A[by, ..., by_1] sei ein endlich erzeugter A-Modul. Dann ist b, natiirlich auch ganzalgebraisch
iiber R, und somit ist R[b] endlich erzeugter R-Modul. Wegen Bemerkung 2.7 wissen wir, dass
auch R[b] ein endlich erzeugter A-Modul ist.

“ < ™ Sei der A-Modul Alby, ..., b,] endlich erzeugt, und wy, ..., w, sei ein entsprechendes
Erzeugendensystem. Dann kann fiir jedes Element b € A[by, ..., b,] geschrieben werden

bwi = ibijwj
j=1

mit b;; € A. Setze nun w:= (w1, ...,w,)’ und B:= (b;;). Dann gilt

bw = Buw

=(bI—Bw = 0

(Lemma 2.5) = det(b] —B)w = 0
=det(b] —B)w; = 0.
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Da die w; ein Erzeugendensystem sind, lasst sich die 1 aus den w; linear kombinieren, etwa

r
125 QW5
i=1

Setze f(z):=det(xz I — B). Dann gilt

F(b)=det(bI — B) = Z aidet(bI — B)w; =0,

=1

und zusammen mit der Bemerkung, dass f(z) € A[X] ein normiertes Polynom ist, folgt die
Behauptung. O

Beweis. (zu Satz 2.4) Hierzu ist im Wesentlichen zu zeigen, dass G beziiglich Multiplikation
und Addition abgeschlossen ist. Seien dazu b;, by € G. Betrachte nun den Ring A[by, by], der
offenbar beziiglich Multiplikation und Addition abgeschlossen ist. Setze ¢ := by + ba, d := b1bo.
Dann ist A[by, bo, ] = Alby, ba] als A-Modul noch immer endlich erzeugt, und daher sagt Lemma
2.6 angewandt auf A[by, b2 c], dass dann ¢ auch ganzalgebraisch ist. Die gleiche Argumentation
funktioniert auch fiir d. O

Bemerkung 2.8. Ein Element b ist ganzalgebraisch iiber Z genau dann, wenn sein Minimalpo-
lynom in Z[X] liegt.

Beweis. Betrachte dazu die Nullstellen eines normierten Polynoms g € Z[X]. Alle Nullstellen
von g sind ganzalgebraisch {iber Z. Sei b eine solche Nullstelle. Hat b das Minimalpolynom f, so
gilt flg in Q[X], d.h. f hat hochstens noch Koeffizienten in Q. Nun sind aber die Nullstellen
von f eine Untermenge derjenigen von g, und die waren alle ganzalgebraisch iiber 7Z, also nach
Proposition 2.3 schon in Z. Durch Ausmultiplizieren erhilt man, dass alle Koeffizienten von f in
7Z sind, was behauptet war. a

Mehr {iber ganzalgebraische Zahlen steht in [Neu92].

2.2 “Arithmetische Mittel” von Einheitswurzeln

Lemma 2.9. Sei a die Summe von n Einheitswurzeln und weiter a/n ganzalgebraisch tber Z.
Dann ist a/n=0 oder a/n ist selbst eine Einheitswurzel.

Beweis. Sei f das Minimalpolynom zu a/n tiber Z. f habe iiber seinem Zerféllungskorper K
die Nullstellen Sy, ..., Bk, d.h.

k
1@ =1] - 5.

f € Z]X] ist normiert und seine Koeffizienten ganzzahlig (Bemerkung 2.8), d.h. insbesondere gilt
also fiir den Koeffizienten 0-ter Ordnung

k
c:= H Bi € L.
=1

Jedes dieser §; kann wie a als ein “arithmetisches Mittel” von Einheitswurzeln geschrieben
werden: K /Q ist galoissch (weil normal und separabel), und es gilt Gal(K/Q) = {01, ..., 0% } mit
(0.B.d.A.) 0;(a/n) = B;. Nehmen wir nun an, es sei a = 6 + --- + 6,,, wobei die 6; die o.g. Ein-
heitswurzeln seien. Gelte also 7" =1. Dann ergibt sich o;(6;)™ = 0:(67") = 04(1) =1, also ist auch
0i(6;) eine Einheitswurzel fiir alle i =1,...,k,j =1, ...,n. Leicht macht man sich klar, dass weiter
oi(n)=0;(1+1+--+1)=mn ist, so dass jedes

Bi=oi(la/n)=0c((61+--+0,)/n)=(001) + -+ 0:(0k))/n

tatsichlich in der verlangten Form geschrieben werden kann.
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Daher gilt |5;| <1 fiir i =1, ...k, und somit ¢ € { — 1,0, 1}. Ist nun irgendein |53;| < 1, so gilt
|| < 1, insofern ¢ = 0. Damit ist eines der 3; schon gleich Null gewesen. Nun sind die §; zuein-
ander konjugiert, d.h. sie sind alle Null, somit auch a/n.

Ansonsten muss |a/n| =1, also |a|=n sein. Mit der Dreiecksungleichung gilt ohnehin

la| =01+ 02+ 46, <n,

Gleichheit tritt hier lediglich bei paarweise linearer Abhéngigkeit ein (wie in der Cauchy-
Schwarzschen Ungleichung, die zum Beweis der Dreiecksungleichung verwendet werden kann).
Somit sind die 6; linear abhéngig, also gleich. Daher gilt nun a=nf. O

2.3 Charaktertheoretische Vorbereitungen

Erinnern wir uns an das Folgende, das in [Kra03] und [Noa03| definiert und bewiesen wurde:

Definition 2.10. Sei G eine endliche Gruppe und x1, x2: G — C Funktionen. Dann sei

Cal) =g 2 xi(0)xala).

geG

(x1|x2) ist ein Skalarprodukt.
Satz 2.11. Seien xi fir k =1, ..., r die irreduziblen Charaktere einer endlichen Gruppe G. Es
gilt dann firi,je{l,...,r}
(xilx;) = di5.
Die Charaktere xi bilden eine Orthogonalbasis im Vektorraum der Klassenfunktionen.
In [Noa03] haben wir gesehen, dass es gleich viele irreduzible Darstellungen einer Gruppe G

wie Konjugiertenklassen in G gibt. Wir erhalten ein Resultat, das man analog zur
obigen “ersten” vielleicht die “zweite Orthogonalitatsrelation” nennen kénnte.

Satz 2.12. Seien xi fir k = 1, ..., r die irreduziblen Charaktere einer endlichen Gruppe G.
Weiter seien gx fir k=1, ...,r Vertreter der k-ten Konjugationsklasse Cyin G und c die Anzahl
|Ck| der Elemente in dieser Konjugationsklasse. Dann gilt

G|

Ci‘

> xul9)xi(g) = 63

Beweis. Sei nun f; die charakteristische Funktion von C;. Dann lésst sich f; leicht aus Cha-
rakteren linear kombinieren:

T

8ij=filg) = (filxu)x(gi),  wobei (f;|xe)= |g—j|_xk<gj).
k=1

Zusammenfassend erhalten wir

0ij = ; %Xk(gi)Xk(gj)
=1

und somit

.
> xx(9:)xk(g5) = 81—
k=1

Wenn man sich iiberlegt, dass die rechte Seite ohnehin Null ist, wenn ¢ # j, dann kann man statt

c; sicher auch c; schreiben. O

Satz 2.13. Mit der Notation aus Satz 2.12 gilt, dass

c Xxi(95)

T xi(1)
eine ganzalgebraische Zahl tiber 7 ist.



6 ABSCHNITT 2

Beweis. Sei ny := xx(1) und py eine zu x; gehorige Darstellung (k € {1, ..., r}), mit der wir
setzen
®:= )" pi(z) €End(C™)=Cmixm.

.. . z€C;
Fiir jedes g € G gilt dann

pi(9)@pile)~ = m(g>( > m(w))pi(g)—l

zeC;
= > pilgzg™)
ZEC]'
= > pilz)=2.
z€Cj

Dann ist ® =w;;[,,; nach dem Lemma von Schur. Nun gilt

niwi; =tr(®)= > tr(p(z)) =Y xilx) =cixi(g5),
. z€C; z€C;
oder dquivalent

Wij = Cj—XiTS'?j) .
(]

Offenbar geniigt es damit an dieser Stelle zu zeigen, dass die w;; ganzalgebraisch sind.
Sei o die reguldre Darstellung mit Darstellungsraum V' und

U= Z o(x).

zeC;j
Wie bei frither gesehen zerfallt c

U:é MPk und V:é mi Vi,
k=1 k=1

wobei die Vj, die Darstellungsrdume der pi seien. O.E. nehmen wir my =1 an fiir k=1, ...r. Fiir
ein v € V; \ {0} gilt wie oben gezeigt ®(v) =w;;u. Wir kénnen nun v als Element von V' auffassen

und schreiben
T
v=EP v,
k=1

wobel natiirlich alle v; bis auf v; Null sind. Wir erhalten

Y o@ =" P rulv)

¥(v) =
zEC]‘ zEC]- k=1
= ) pilv) =) =wiv.
z€Cj

Also ist w;; auch Eigenwert von U.

Der Darstellungsraum der reguldren Darstellung kann geschrieben werden als ein Vektor-
raum, der von Basiselementen (ey),e¢ aufgespannt wird. Untersuchen wir nun die Wirkung von
U auf diese Basis von V:

Uleg) = Y o(l)(e)= ) ewy

h'€C, h'€C,
= Z l{hIECj}eh/g
h'eG
(setzeh:=h'g—sh'=hg ') = Z 1{hgteC,}le,
hg—leG
= Z 1{hg~teC,}es.
heG

Setzen wir agp := 1{h g~ ' € C,}, so erhalten wir eine Darstellungsmatrix von ¥, die ausschlieR-
lich aus ganzzahligen Eintrigen besteht, d.h. deren charakteristisches Polynom ganzzahlig und
normiert ist. w;; ist Eigenwert dieser Matrix, Nullstelle dieses charakteristischen Polynoms und
somit ganzalgebraisch. d
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3 Burnsides p®g®-Satz
In diesem Kapitel verwenden wir weiterhin die Notation von Satz 2.12.

Lemma 3.1. Seien x;(1) und c; firi,j € {1,...,r} teilerfremd. Dann ist xi(g,)/xi(1) =0 oder
Xi(9;)/xi(1) ist eine Finheitswurzel.

Beweis. Der ggT(xi(1),¢;) =1, d.h. es existieren zwei ganze Zahlen a,b € Z, so dass
axi(l)+bc;=1.
Wenn wir mit x;(g;)/xi(1) durchmultiplizieren, erhalten wir

xi(9s) _ xi(g5)

axi(g;) + be; St ===,

D050 xl)
Wegen Satz 2.13 ist nun der zweite Term eine ganzalgebraische Zahl. Der erste Term ist eine
ganzalgebraische Zahl wegen Folgerung 2.2. Aufgrund der Abgeschlossenheit der ganzalgebrai-
schen Zahlen muss damit auch x;(g;)/xi(1) ganzalgebraisch sein. x;(1) ist eine natiirliche Zahl
und x;(g;) eine Summe von x;(1) Einheitswurzeln. Mit Lemma 2.9 folgt daher die Behaup-
tung. O

Definition 3.2. FEine Gruppe G heifit einfach genau dann, wenn sie als Normateiler nur {1}
und sich selbst hat.

Lemma 3.3. Sei g; € G, und es gelte ¢; = p*, wobei p eine Primzahl und a > 1 eine ganze Zahl
sind. Dann ist G nicht einfach.

Bemerkung 3.4. Sei p: G — GL(n, C) Darstellung von G. Dann ist p(G) ebenfalls eine
Gruppe.

Bemerkung 3.5. Sei p: G — GL(n, C) Darstellung von G und N < p(G). Dann ist p~1(N) < G.

Beweis. (zu Lemma 3.3) Nach Satz 2.12, angewendet auf das Gruppenelement g; und das neu-
trale Element g;:=1€G, gilt

. — G
> xx(90)xk(g5) = 6i; |c‘| =0,

k=1 ¢

denn die Konjugiertenklasse der 1 umfasst auch nur diese, d.h. ¢g; ~ 1 kann nicht auftreten.
Unter der Annahme, dass x; =1 der triviale Charakter ist, kann man dies umformen zu

r

0 = Y xelg)xe(D) =2 xalg)xx(17h)
k=1 k=1

> xu(g)xa(1)
k=1

1+ xr(ga)xk(D).

k=2
Wir wollen zeigen, dass in der Summe oben ein Summand vorkommt, in dem p { xx(1) und
Xk(9:) #0. Nehmen wir einmal an, fiir pt xx(1), wire automatisch x(g;) =0. Dann wire xx(1)/
p fiir alle verbliebenen k ganzzahlig und man kdnnte schreiben

0 =1+pm
oo - \Xxk(1)
mit m = Z Xk(9s) .
k=2,Xx(9:)20 P
Dann wire m = — 1/p. Durch Folgerung 2.2 wissen wir, dass m als Summe iiber Z ganzalgebrai-

scher Elemente selbst ganzalgebraisch iiber Z ist. Das ist — 1/p aber nicht (vgl. Proposition
2.3). Damit war unsere Annahme falsch.
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Somit existiert zumindest ein k mit xx(g;) #0 und pt xx(1). Es sind also xx(1) und p teiler-
fremd, damit auch xx(1) und p®=¢;. Da wir xx(g;) # 0 vorausgesetzt hatten, ist xx(g:) = Axx(1)
mit einer Einheitswurzel A nach Lemma 3.1. Sei dann pi = AI die zu xj gehorige Darstellung.
Dann ist px(g) € Z(pr(G)) (beachte Bemerkung 3.4). Dies bedeutet, dass px(G) einen nichttri-
vialen Normalteiler hat, denn das Zentrum ist ja einer, und andererseits war yj ein nichttrivaler
Charakter, wodurch p; auch nicht die triviale Darstellung sein kann. Nach Bemerkung 3.5 ist
dann

P (Z(pr(@))) <G

und da Z(px(G)) schon ein nichttriviales Element enthielt, muss sein Urbild dies auch tun. Also
ist Z(G) nichttrivial. Da aber wegen ¢; = p® eine echte Konjugationsklasse in G existiert, gilt
auch Z(G) # G. Daher ist G nicht einfach. O

Lemma 3.6. (Burnside) Seien p, q Primzahlen, a,b € N U {0}, p # q. Sei G eine Gruppe mit
ord(G) = p%q® fiir a,b>1. Dann ist diese Gruppe nicht einfach.

Bemerkung 3.7. Sei p prim und G eine p-Gruppe der Ordnung p* mit k£ > 1. Dann hat G ein
nichttriviales Zentrum.

Beweis. (zu Bemerkung 3.7) Die Klassengleichung fiir die Konjugationsoperation von G auf
sich besagt

n

ord(G) =ord(Z(G)) + Y (G: Z(a.y),
i=1
wobei 1, ..., T, ein Vertretersystem der G-Bahnen in G \ Z ist. Die Ausdriicke ord(G) und (G:

Z{s;y) sind echte p-Potenzen (Zy,,, ist echte Untergruppe von G wegen z; ¢ Z(G)), also auch
ord(Z(G)). Wegen 1€ Z (@) ist das Zentrum nichttrivial. O

Bemerkung 3.8. Ist p eine Primzahl, G eine endliche Gruppe und gilt p|ord(G), so hat G ein
Element der Ordnung p. (5.2.11 in [Bos99])

Beweis. (zu Lemma 3.6) Sei S eine p-Sylowgruppe in G. Wegen Bemerkung 3.7 existiert ein
z € Z(S)\ {1}. Die Konjugationsklasse von z (Bahn von z unter der Konjugationsoperation) hat
dann n:=ord(G)/ord(Zs(z)) Elemente, da die Anzahl der Elemente in einer Bahn ja gerade der
Index der Isotropiegruppe ist. Betrachte

Za(z)={g€eG|lgz=2zg}.

Nach Festlegung kommutiert z mit simtlichen Elementen von S, d.h. S C Zg(z). S war p-
Sylowgruppe, d.h. ord(S) = p*. Also kann n h6chstens noch eine g-Potenz sein. Ist n eine echte
g-Potenz, so erhalten wir mit Lemma 3.3, dass G nicht einfach ist. Ist n = 1, so gilt z € Z(G),
denn dann gilt Zg(z) = G, d.h. z vertauscht mit ganz G. Dann hat aber G ein nichttriviales
Zentrum, und es gibt nach Bemerkung 3.8 ein Element A von Primzahlordnung in Z(G). Dann
ist (h) <G (und auch (h) # G) und damit G nicht einfach. O

Mit diesen Satzen sind wir nun endlich in der Lage, ein recht informatives Resultat tiber
Gruppen der Ordnung p®q® zu zeigen. Erinnern wir uns:

Definition 3.9. Sei G eine endliche Gruppe. Eine Kette von Untergruppen
{1} <G, <...<9G1 <1 Gy=G

heifit eine Normalreihe von G. Die zur Kette gehorigen Restklassengruppen G;/G;+1 werden als
Faktoren der Normalereihe bezeichnet. (i=0,...,n—1). G heifst auflosbar, wenn G eine Normal-
reihe mit zyklischen Faktoren von Primpotenzordnung besitzt. (Anmerkung: In [Bos99] wird fir
Auflésbarkeit lediglich Kommutativitat verlangt)

Satz 3.10. (Burnside) Seien p, ¢ Primzahlen, a, b € N U {0}, p # q. Sei G eine Gruppe mit
ord(G) = p%¢®. Dann ist diese Gruppe auflésbar.
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Beweis. Wir benutzen vollstindige Induktion nach a + b. Fiir a = 0 oder b =0 ist die Behaup-
tung klar, p-Gruppen sind schlieflich auflésbar. Sei also a,b>1 und sei G eine Gruppe der Ord-
nung p°q’.

Lemma 3.6 verrdt uns, dass G einen einen Normalteiler N hat, der nicht die ganze Gruppe
ist, aber auch nicht {1}. Habe N die Ordnung p®'¢** und G/N die Ordnung p®2¢*2. Dann sind
sicher a; + b1 < a + b und as + by < a + b. Nach Induktionsvoraussetzung sind also beide auf-
l6sbar, und wir erhalten Ketten von Untergruppen der Form

{1} = Gop<G14--<Gs=N
{1} = Gs/N<Gs41/N<--<G/N=G/N

mit definitionsgemé&fien Faktoren. Die grofen Gruppen Gs41, ..., G, erhdlt man dabei als Urbild
der Faktorgruppen unter der kanonischen Projektion. Dann zeigt die Kette

{1}:G0<]G1<1 -G =G
die Auflésbarkeit von G. O

4 Schlussbemerkungen

Abschliefend kann man beobachten, dass sich unser Resultat mit altbekannten Dingen deckt:
Die S4 hat als Ordnung 2 -3 -4 =23 - 3, ist also von der hier behandelten p%q’-Form. Und sie ist
auflosbar, der Satz stimmt also. Die S5 enthilt mit 2-3-4-5=23-3-5 bereits drei Primzahlen —
und ist nicht auflésbar. Damit ist klar, dass wir in gewisser Hinsicht “die Grenze” erreicht haben:
Ein analoger Satz fiir Produkte dreier Primzahlpotenzen kann nicht gelten.

Als abschlieender Schulterklopfer fiir dieses Seminar bleibt zu sagen, dass bislang laut
[Col90] kein Beweis fiir diesen Satz ohne Charaktertheorie ausgekommen ist.
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