Funktionalanalysis II Zusammenfassung

Satz von Dini: X kompakter top. Raum, (f,: X — K) monoton wachsend, f, — f punkt-
weise, f stetig
= fo— f glm.

Hahn-Banach:

o In NR: A konvex, offen, B konvex, ANB =10
= Jein trennendes Funktional.

o Auf einem Teilraum eines NR def. lineares Funktional kann normgleich fortgesetzt
werden.

o Ein lineares Funktional auf einem Unterraum eines NR, das durch ein sublineares
beschrinkt wird, kann unter Beibehaltung der Beschrinkung linear fortgesetzt
werden.

Rieszsches Lemma: U < X NR, § >0, U abg.

=3dxs€ X:||zs]|=1,d(z5,U) > 1-4.

Satz von der offenen Abbildung: X,Y BRe, A€ L(X,Y) surjektiv

= A offen.

Banach-Steinhaus/Prinzip der glm. Beschrinktheit:

X BR,Y NR, T; € L(X,Y) (i€l), supser ||Tiz|| < o0 (z € X)

= sup; ||T;i|| < 0.

Satz von Arzela-Ascoli: (S, d) kompakter metr. Raum, M C C(S) mit Sup-Norm. M
beschrankt, abgeschlossen und gleichgradig stetig = M kompakt.

1 Vorbereitungen

X NR,Y BR = L(X,Y) BR.

Satz 1.5: Existenz eines Abstandsfunktionals
X NR, U abg. UR von X, zogU, 6:=d(xo,U)
= 3Jz':||z'|| =1, z'(z0) =6, 2'(U) = {0}.

Satz 1.6: Schwach beschrinkt ist beschrankt

X NR
= M C X beschr. & Vz'€ X":2'(M) beschr.

= Stetigkeit der Funktionale, <= BabStel au m: M € : —
Stetigkeit der Funktional BaStei auf {p M} X'-K

2 Dualitat

Seien X,Y NRe.

2.1 Allgemeine Theorie

Definition: S+, 1T abgeschlossen. L verdreht C-Relationen.
[S] abg. & +(S+) =19].

Satz 2.2: Ezistenz des adjungierten Operators
AeL(X,Y)
=>3A'e LY, X):(Az,yy=(z,A'y), | 4| =||A]l.

Satz 2.3: Eigenschaften des adjungierten Operators
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A,BEL(X,Y),Ce L(W,X), aeK.

o ./ ist linear, (AC)' =C'A’,

o N(4)="1A(Y), N(4)=A(X)",

o AX)=1N(4),

(A(X) =+(A(X)H) =+N(4Y)

o A(Y')CN(A™L
Satz von der stetigen Inversen:
X,Y BRe, A€ L(X,Y) bijektiv = A~! stetig.
Satz 2.5: Satz von der stetigen Inversen eingeschrankt
X,Y BRe, A€ L(X,Y) injektiv = A~ stetig< A(X) abg. (d.h. A(X) BR)

(S.v.d. stetigen Inversen|(x))

Satz 2.6: Die kanonische Injektion
AeL(X,Y),U<X abg.

o A::“A/N(A)” stetig, ||A||=||A||,

o Aoffene A offen,

o X,Y BRe = A(X) abg. & A offen.
Minimalmodul: A€ L(X,Y)

; Azl
(4= { Weene o Ry 470
00 A=0.

Satz 2.7: Charakterisierung der Abgeschlossenheit durch den Minimalmodul
X,Y BRe, A€ L(X,Y)
= A(X) abg. & v(A) > 0.

(3m > 0:mljz| < [|Az]| > 0)

Satz 2.8: Abgeschlossen komplementierte Bildrdume sind abgeschlossen
X,Y BRe, Ac L(X,Y), Z<Y abg., A(X) @ Z abg.
= A(X) abg.

(B:z 42— Az +2z, B(X x Z) abg., 7(A) > ~(B))

Satz von Kato: X, Y BRe, A€ L(X,Y), codim A(X) < o0

= A(X) abg.

Satz 2.10: Abbildungseigenschaften der Adjungierten

X,Y BRe, A€ L(X,Y)

= A surjektiv & A’ injektiv, (A") 7! stetig
( = indirekt: ||A’ y,|| < 1/n, ||lynll = 1, 2z, := +/ny), unbeschr., aber wegen
BaStei beschr., Surjektivitit geht wesentlich ein bei ,z; fir alle z € X

beschrankt“ (vorher nur auf A(X)).
< indirekt, rumkugeln, Hahn-Banach.)

Satz 2.11: Abbildungseigenschaften der Adjungierten I
X,Y NRe, Ac L(X,Y)
= A’ surjektiv < A injektiv, A~ stetig

(=s.0.

< Hahn-Banach)

Satz 2.12: Abgeschlossenheit des Bildes der Adjungierten
X,Y BRe, Ac L(X,Y)
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= A(X) abg. < A'(Y') abg.
Dann: A(X)=1N(A"), A'(Y')=N(A)*.

(Hahn-Banach + vorige Sétze)
e Definition: X BR: L(X)™!
o Satz 2.13: X,Y BRe, Ac L(X,Y)
o A bij.< A’ bij. Dann: (A7) =(4")~L.
o X=Y:AeLX)'eAeL(X") L
o Definition: D(A) (UR!), Graph(4).

o Definition: A: X —»Y abg.: < Graph(A) < X x Y abg.
stetig = abg. = N(A4) abg.

e Satz vom abgeschlossenen Graphen: XY BRe
o A:D(A)—Y abg.= D(A) mit Graphennorm BR.
o B:X—Y linear: B abg. < BeL(X,Y).

(B mit Graphennorm stetig, Banachraum-Normen sind &quiv. = B auch
normstetig)

o Satz 2.15: X,Y BRe, A:D(A) —>Y abg.
o A;":O: A(D(A)) abg.@infxeD(A)\N(A) ||A.73||/d(m, N(A))>0.
o A injektiv, A(D(A))=Y=>A"1eL(X,Y).

2.2 Hilbertrdume
H,H,, H,,... seien stets Hilbertrdume.

o Darstellungssatz von Riesz:
z€H, f(z):=(x,z)= feH' ||f||=lz],
feH = hzgVo € H: f(z) = (z,2¢), [| fI| = 2.
HRe sind reflexiv.
e Definition: A*.
e Definition:
A symmetrisch: & (Az,y) = (z, Ay)
A selbstadjungiert: < A stetig und symmetrisch.

e Satz von Hellinger-Toeplitz: A: H— H linear, symmetrisch = A € L(H).

3 Banachalgebren und Spektraltheorie

e Definition: A Algebra: < 20 VR iiber K mit assoziativem, skalar-durchlassigem, distribu-
tivem Produkt,
2A normierte Algebra (NA), falls submultiplikativ,
20 Banachalgebra (BA), falls 2 NA und vollstindig.
a”, Einselement e #0, AL,

o Satz 8.1: Norm des Einselements
1< le]l.

(Lo(z) :=ax € L(A), | Lg|| tut’s.)
Ab hier sei A NA mit ||e|| =1.
e Satz 8.2: Folgen und Reihen in Algebren
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(an), (bp) CA, a,beA
o ap—a,bp,—b=azb,—ab.
o limy o [la™]|*/" =inf, [|a”||¥/" < [la]| ex.

o Ist obiger Limes < 1, so ist e —a € A~! und die Neumannsche Reihe konv.:

(e—a)~1= Z a™.
n=0

Satz 3.3: Offenheit von A1
2A BA

o ap€A L ac, |la—ao| <|lag |t

= a €A1, es gibt eine Abschitzung fiir |[a=! —ag ']
o A1 offen, arsa ! stetig.

Definition: 2 BA

p(z):={AeK: e —z €A '} (Resolventenmenge),

ra(z) :=(Ae—x) ! fiir A€ p(x) (Resolvente),

o(z):=K\ p(z) (Spektrum),

r(z) :=lim, o0 ||2"]|"/". (Spektralradius)

Satz 8.4: Eigenschaften von Resolvente, Resolventenmenge, Spektrum
ABA, zed

o M€ p(@), A= Kol <lIra(@)| 7t = A€ pla),
@)=Y (= 1) = Ao) ()",
n=0

d.h. p(z) offen,
o Resolventengleichung: X\, p € p(x): ra(z) —ru(z) =— (A — pra(z)ru(z)
o [Al>7(x)
- A€p(a),
— @)=Y & /At
— |lra(z)]] = 0 fiir |A] — oo.
(A >r(z)=r(z)/|A|<1. Also e —xz/A €A, dh. A€ p(z).
ra(z) =3 z/A"TL. Abschitzen mit geom. Reihe.)
o 0(z) CUp)[0k] kompakt,
(abg. und beschr.)
o A komplex = o (z) # 0,

(@ € A, f(A € p(z)) := ®(ra(x)) hat PR-Entw = holomorph (s.
Punkt 1), nimm an p(z) = C, |f(N)]| < ||2]] - [|ra]l = O fiir |A] — oo,
Liouville: f konstant. ®(z=1) =0 A=0)=z"'=0=e=0. W!)

o 2 komplex = r(z) =maxycq(a) |A|-

(7 := max |o(z)| < r(z). Nimm an v < r(z). G:={|]A] > v} C p(x).
Gleiches f(A) wie oben. f =0 bei co = f hat Laurentreihe f(\) =
Yoo an/A™ auf G.

Andererseits f(A) = ®(ra(z)) = Y00 ) ®(z")/A"+! auf Kreis auRer-
halb r(xz). Gleiche Laurentreihen: Zweite Id. auf ganz G.

®(z™)/A"*T1 - 0. Nun X € G fest, dann jedes ® auf z"/A™ beschr,
also /A" beschrénkt. Dann ||z™|Y/" < |A|- /™, also

r(z) <|A| fir alle A e G=r(z) <y <r(z). W!)
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ADb hier sei X ein BR und H ein HR.

Operatorenalgebren: p(A) = {\ € K: AI — A bijektiv}. Nach 2.13 p(A) = p(4"), 0(4) =
(A", r(A) =r(A’). Schreibe Ry(A):=rx(A). Fir A€ p(4): R\(A)' = Rx(4").

o o(47)=0(4),

o r(A)=r(A%),

o R(A)*=Rg(A").
Definition:

o op(A):={A€XK: Al — A nicht injektiv}, (Punktspektrum)

o 0c(A) :={X € K: Aoy(A4), (M — A)(X) echt dicht in X}, (kontinuierliches Spek-
trum,)

o o (A):={reK: Ao (A),(\[ — A)(X) # X }. (Residualspektrum,)
o 0(A)=0,(A)Uo(4)Uo,(A4). (disjunkt)
Definition:
o €% idempotent: & %=z,
o 1z €% nilpotent: & dn: " =0,
o €2 quasinilpotent: & r(z) =0.

Beispiel: A := Linksshift im 2. D := {A € K: |A\| < 1}. 0(4) CD. 0 € o(A), da nicht sur-
jektiv. Fiir A* konstruierbar (A, A2, ...): D C 0(A*) C D, o(A*) abg. = Gleichheit. D =
0p(A°). 0y(A) =0.

Definition: A€ L(H) normal: & AA*=A*A.

Erinnerung: Abgeschlossene URe von HRen sind stets komplementiert. (In BRen nicht
im Allgemeinen der Fall)

Satz 3.5: Eigenschaften normaler Operatoren
A€ L(H) normal

o [[Az| =|[A*z| (z € H), insbes. N(A4)=N(A"),
H=AH)® N(A4),

(Betrachte ||A:U||2=(Aa:,A:U), H(A)=AH)2 A(H)1Y)
o A — A, A™ normal,

o [[All=r(4),
(||A2|| = ||A|* via IP zeigen, dann via 27)
(o] O'T(A) :m,

o A symmetrisch = o(A) CR.

(Wahle A€ C\R. Z.z. A€ p(A). m:=|\ — A|>0. Mittels Symmetrie,
CSU, A-Ungleichung: m/2||z||* < ||(AT — A)z|| |||, also surjektiv mit
stetiger Inverse.)

Satz von Gelfand-Mazur: 2 komplexe BA mit Eins e. 271 =2\ {0} = A=[e].
(zeU. o(z)#£D=> XA €a(x). Ae—xz=0=Aoe=1z.)

Fortsetzung des obigen Beispiels:

o(A*A)={1}#{0,1} =0(AA*). Also i.A. o(zy) #o(yx).
Satz 8.7: A BA mit Eins, z,y €, meN
o o(zy)U{0}=0(yz)U{0},
(Aep(yz),oBdA A=1. z:=(e—yz) La:=e+tz2zy=(e—2y) L)
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o r(ry)=r(yx),
(@y)"tt=z(yx)"y.)
o r(z") =r(z)™
Potenzreihen auf Banachalgebren: Bedingung: r(x) < Konvergenzradius der PR.
Satz 3.8(1,2): f(A) =) apA" mit KR r >0, a;€ K
o X BR,AcL(X),r(A)<r=(f(A)'=f(4".
o HHR,AcL(H), r(A)<r=(f(A)*=> a,A*
Satz 3.8(3): A BA mit Eins, z,y €, zy=yzx
o exp(z+y) =exp(z)exp(y),
(Binomi-Formel (z + y)™)
o exp(z) €A, exp(z) ! =exp(—z)
(y=—x oben)
Hilfssatz 8.9: Z NR, U < Z abg.
o (Z/U)'=U",
o Z'|lU+t=U'
o dimZ=dimZ'"
Definition: V,WW VRe iiber K, A:V — W linear
o «a(A):=dim N(A), (Nulldefekt)
o p(A):=codim A(V). (Bilddefekt)
Satz 3.10(1): X BR, A€ L(X), A(X) abg. = a(A’)=(A) und B(A")=a(A).
Satz 3.10(2): H HR, A€ L(H), A(H) abg. = a(A*) = F(A) und B(A*) =a(A).

4 Kompakte Operatoren

X, Y seien BRe.

Definition: K: X — Y linear, K kompakt: < (x,,) C X beschrankt = (K x,,) enthélt kon-
vergente TF.

K(X,Y):={K: X —Y: K kompakt}, K£(X) analog.

F(X,Y):={Aec L(X):dim A(X) < oo}, F(X) analog. (L(X)-Bedingung ist wesentlich!)

Satz 4.1: F(X,Y) CK(X,Y)C L(X,Y)

(Angenommen, A sei unbeschr. Dann ex. z, beschrinkt mit ||A z,| > n.
Konv. TF?!)

Definition: Ideal in Algebra (UR mit A7, IACI)
F(X,Y) ist ein Ideal in L(X,Y).
Satz 4.2(1,2):

o K(X,Y) ist abg. UR von L(X,Y),

(K, C K(X,Y) = A (Normkonvergenz), (z,) C X beschrinkt.
Wihle aus (Kqz,) konv. TF (K21 ,),
Wihle aus (K»z1 ) konv. TF (Kszs ), usw.

Dann: zp, := xp . Dann konvergiert (K,z,), und (CF!) auch (4 zy)
konvergiert.)
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o K(X) ist abg. Ideal in L(X).
o Satz 4.2(3): K e K(X), A e K\ {0}
o a(M —K)<oo,

((zn) C N(AI — K) beschr. = K z, = A\z,, = (z,,) enthilt konv. TF =
in N(A — K) gilt der Satz von Bolzano-Weierstraf.)

o (AI-K)(X) abg.,

(OBdA A =1. §:=T — A. S™! stetig: Angenommen nicht, dann
A(z,) C X: ||mn||/N(S) =1,Sz,— 0. OBdA |jz,|]| < 2= TF (K z,,)

konvergent. z,, = (S + K)z,, = =, also Sz =0= Izl x5y = O-
Andererseits ||xn||/N(S) =limp 00 ||a:nk||/N(S) =1. Wi

o dimX=0c0=0€0(K).
(Nimm an 0 € p(K). Dann K ! € L(X), also auch I = KK €
K(X)=1In X gilt B-W = dim X < 0.)

o Beispiel: Integraloperatoren mit beschrinktem, stetigen Kern sind auf Cfa, b] mit der
Supremumsnorm kompakt. (Approximationssatz von Weierstrak: Endlichdimensional
(mit Polynomen) approximierbar)

e Satz von Schauder: K e K(X,Y) & K'e K(Y',X")

(= (yn) C Y’ beschr. B := K(U1[0]) C Y kompakt. y, als El. von C(B)
beschrankt, gleichgradig stetig = (Arz-Asc) 3(yp, |s) C C(K) glm. konv.

Yn, glmkonv =y, CF=T"y, CF.

(Kompaktheit von K geht wesentlich ein, da Arz-Asc nur auf kompakten
Réumen funktioniert)

< K" kompakt nach = , K" oix( — Y") also auch, K" o ix — Y also
auch.)

e Definition: V VR iiber K, P:V —V linear. P Projektor: < P?=P.
e Satz 4.4: P Projektor auf V
o (I-P)?=I-P

o PV)={zeV:Pzx=z}
N(P)=(I- P)(V)
V=PV)®N(P)

o V NR,PeL(V)=P(V) abg., ||P| >1 falls P+#0.

e Definition: U UR von X. U heilt stetig projizierbar (spbar): < 3P = P2 € L(X): P(X) =
U.

o Satz 4.5: Einige stetige projizierbare Rdiume
U,V URe von X, A€ L(X)

o dimU <oo=U spbar,
o V abg., codimV < oco=V spbar,
o X=Ue®V, U,V abg.= U,V spbar,
o codim A(X) < oo = A(X) spbar,
o X HR:U abg.& U spbar.
o Satz 4.6: K € K(X), E Eigenwerte von K, |E|>r
o (K-AN)(X)#X (A€E)
o E endlich
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(Falls 1 oder 2 falsch = (z.z., s.u.)3M,, < X abg., A, € E mit
o MiCMyGC-,
o K(My)CM,,
o (K —M\JI)(M,)CM,_;.

Riesz’ Lemma: 3y, € My: ||yn|| = 2, d(Yn, Mp—1) 2 1. Nun 2< m <n. z:=
Kym — (K — Apl)yn € Myp—1. Dann ||K yn — K ym|| = ||Anyn — 2|| > r. Dann
ist K nicht kompakt.

1 falsch = 3X € E: (K — AI)(X) = X. Mp:=N((K — A)™).
2 falsch = Dann ex. Folge (A,) C E von EWen mit EVen (e,). M, :={ey,...,
en}.)

Satz von Riesz: K € K(X), A€ K\ {0}

= a(K ~M)=8(K — ) =a(K'— \') = B(K' — \I') < <.
(OBdA A=1. S:=I - K. a < oo wg. 4.2(3). Wg. 4.2(3) S(X) abg., also
B'=a, a'=B. a<f geniigt.
Nimm an < a<oo.

X=NGS)®E=5(X)® F
i dm=p

7 Projektion(!) auf N(S). ¢: N(S) — F surj, nicht inj(!). ®:= K + ¢m kom-
pakt(). (2 — AXI) =S + on. (S + om)(E) = S(X). (S + om)(N(S)) =F.
Also (@ — AI)(X) = (S + ¢m)(X) = X.

Andererseits sei x € N(p) N N(S). ®x = (K + ¢m)x = K v = Az. Dann kann
aber wegen 4.6 (® — AI)(X) nicht ganz X sein.)

Fredholmsche Alternative: K € K(X), Ae K\ {0}
o Entweder Az — Kz =0 nur trivial 16sbar (dann Az — K z = y eindeutig 16sbar)

o oder At — Kz =0 hat n = a(K — M) lin. unabh. Losungen (die adj. Gleichung
auch), und die inhomogene Gleichung ist losbar < y € LN (A — T").

Satz 4.8: K € K(X)
o A€o(K)\{0}=Ao€0,(K) und ist dort isolierter Punkt,
(isolierter Punkt, weil sonst W! zu 4.6)
o o(K) ist hochstens abzahlbar,
o 0 ist einziger HP von o(K).

Hilfssatz: Ae L(X,Y), A(X) abg.
=3dy>0Vye A(X)Ize X: Az=y,|lz|| <yl

(S.v.d. stetigen Inversen+Lemma von Riesz)

Satz 4.9: K e K(X)
= K(X) abg. & K € F(X)

(Wegen des HSs gilt in K (X) Bolzano-Weierstraf)

Satz von Weyl: A,B € L(X), A— B kompakt
=0(A4)\op(A) Co(B)

(A€o(A4)\o,(A), Annahme: A€ p(B). K := (A — B)~1(4 — B) kompakt.
M—A=0A-B) (I-K) .

EL(X)"'  ern(X)-l=¢L(Xx)"!

Wg. 4.8 1€0,(K), dh. Fz£0: (I — K)z=0=> (A\] — A)z=0.
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W! zu A ¢o,(A4).)

e Fiir Hilbertrdume ersetze in diesem Kapitel A fiir Spektralwerte von Adjungierten durch
A

5 Unbeschrinkte Operatoren

X sei stets ein BR, D(A) ein UR von X und A: D(A) C X — X linear.
e Bemerkungen:
o Ist A injektiv, so ex. A7 A(D(A))— X.
o D(A) abg., A abg.= A stetig.
o A abg.= N(A) abg., \I — A abg.
Satz 5.1: A abg.
o A injektiv= A~1! abg.
o A bijektiv=A~!e L(X).
(2.15(2))

o Definition: Punktspektrum, Resolventenmenge, Resolvente (bijektiv!), o:=K\ p.
Beispiele: A f:= f' auf C[0,1] mit Supnorm. D(A) C C*[0,1]
o D(A)=C"0,1]: 0,=K wg. e.

o D(A)=C'0,1]N{f(0)=0}:
A abg. EWP A\f — f'= g eindeutig 16sbar (Picard-Lindel6f, d.h. keine nichttriviale
homogene Losung) = p(A4) =K.

o D(A)=C'0,1]N{f(0)=f(1)}:
K=R: 0,(4)={0}. K=C: 0,(A) =2miZ. o(A)=0,(4).

o D(A)=C'0,1]Nn{f(0)= f(1)=0}:
op(4) =0, o(4) =K.

e Satz 5.2: A abg.

o Die Resolventengleichung gilt weiterhin.
o p(A) offen, o(A) abg.
(Mo € p(A). OBdA Ng=0. S:=Ry,(A)=— Al Wg. 5.1 S€ L(X).
Sei || <||S||”", also |[AS|| < 1. Dann ist I +AS € L(X)~L.
;‘1{4(I+ AS)=AI-A)
bij. bij.
e Definition:
o A dicht definiert: & D(A) = X.
o D(A):={z'eX" Iy e X" (Az,z")y=(z,y')} (eindeutig, falls dicht definiert)
o Fiir dicht def. A definiere die Adjungierte wie naheliegend.
e Satz 5.3: A dicht def. = A’ abg.
o Satz 5.4: A abg., dicht def.
o A bijektiv< A’ bijektiv. Dann (A~1)'=(A")~L
(= Abij=>Wg. 5.1ist A=t € L(X), wg. 2.13 (A7)’ € L(X"). Dann
nachrechnen: (A=')'A'=1Ip4+), (A™")" surjektiv.
< A’ bij.= (5.3) A’ abg. = (5.1)(4") '€ L(X'), c:=||(A") 1]
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Sei € D(A). Mit Hahn-Banach: 3y’ € X":||y'|| =1, y'(z) = ||=]|.
2]l = (z, y') <cllAz].

= A injektiv und wg. 2.15 A(D(A)) abg. Wegen A’ injektiv gilt
(A(D(A))*={0'}. Wegen Abg.heit ist also A surj.)

o p(A)=p(4"), 0(A)=0(A"), Rr(A") = Rx(A)" (A€ p(4))

e Analog fiir Hilbertrdume, mit komplexer Konjugation iiberall.

6 Halbgruppen

no.

7 Vektorwertige holomorphe Funktionen

Sei X komplexer BR, D C C offen, f: D— X

e Definition: f in Ao € D diffbar, Ableitung, f’, holomorph, héhere Ableitung
f auf D schwach holomorph: & Vz'€ X': 2’ o f: D — C holomorph auf D

e Satz 7.1: f schwach holomorph auf D= f auf G holomorph

(Nimm Kreis v um Ag € D (offen!). K := |v|. ¢ := 2’ o f. ¢ auf K
beschrankt = | f(K)| < C. CIF:

(vo N =517 [ Lac

Nach cleveren Termumformungen beschrinkt das den Unterschied zweier

Differenzenquotienten
o (He=tlen) _ S S| Mo,y
0 w — 2o r

o Satz 7.2: Schwache Konvergenz reicht fir starke woanders
(an) CX, Aoy M EC, r:=|Aog— M| >0. Va' € X": Y @'(an)(A1 — Ao)™ konvergent
= > |lan|[|A = Ao|™* und Y an|A — Ao|™ konv. fiir alle A € Ur(Ao).

(schwache Beschranktheit = Norm-Beschrénktheit, geom. Reihe)

o Satz 7.3: Potenzreihen sind unendlich oft differenzierbar
(an) CX, M €C, r>0. V'€ X', A€ U, (A0): Y. &'(an)(A — o)™ konv.
f:Up(Ao) = X definiert durch f(A): =3 an(A —Ao)"
= f auf U,()\o) bel. oft db. und
FPN =Y (k—n+1D)-ka(A—X)* ™. (ReN,AeU(A),an= f" (o))
k=n
o Definition: [a,b] C R, 7:[a, b] — C rektifizierbarer Weg, g: |v| = X stetig. Z = {to,...,tn}
Zerlegung von [a,b] und ¢ passend zu Z. o(q, Z, ¢) wie iiblich. |y| der Bogen.
Wie in Ana: 315 € XVe > 036 > 0:||o(g, Z, () — S|| < ¢ fiir jede Zerlegung Z von [a, b] mit
|Z| < ¢ und jedes zu Z passend (. Setze

b
/ g(\)dA = / a((D)dy(t) = S.

(Rektifizierbarer Weg: Wegldngenapproximation fiir jede Zerlegung
beschrinkt. Effektiv: BV)
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o Satz 7.4: Grundlegende Figenschaften des Integrals
v, g wie oben. h, g1, go,...:|7| = X stetig, Y, Z weitere stetige BRe, A€ L(X,Y), 2’ € X/,
a,feC

o Die Integrale sind linear,

o konvergiert die Funktionenfolge glm., so darf man lim und [ vertauschen,

o A([..)=[A(.),
([ )= [a'(..),
o X=L(Z),z€%= [g(\dA€ L(Z), ( I g()\)d)\) (2)= [, g\ ()dA.
e Definition:

o 7:[a,b]— C rb Weg, z € |v|

1 1
u(vy,z):= %/y . zd)\.

(Umlaufzahl von v um z)

O 1,..ey Vni [@, 8] = D geschlossene und rb’e Wege. I':={vi,..., v, } ein Zykel in D.
|F|: = U:=1 |’YV|'
U(Fa z) = ZV u(%/a Z)
ffdr::Zu ffd')/u-

o I nullhomolog in D: < u(T,2)=0. (Vz¢ D)

e Cauchyscher Integralsatz: f: D — X holomorph
o Iy, Ts Zykel in D mit u(T'1, z) =u(ly, 2) fir z¢ D

= [ sovdr={ FVdn
Iy s

(z'e X' ac’(fFl s :fF1 a:’(...)FzT fr2 z'(...) ::10’(fr2 )l
o I nullhomologer Zykel= [. f(A\)dA=0.
(wie (1))

e Satz 7.6: f: D— X schwach holomorph, A\g€ D, r >0, U[Ao] C D, (t) := Ao+ re’.
1 )

(o] = — _—
On =50 Jy (A= xg)m*1?

(f(X) holomorph, also stetig.)
o fA) =222 an(X— o)™ fiir A€ Uy(Xg), d:=d(No, OD),

n=0

d\ existieren,

(iibertrage wie CIS)
n ! A .
o f(z)= 2”7 9 %d)\ fiir z € Up(Ao) und n € N.
e Satz 7.7: Satz von Liouuville
f: €© — X beschrinkt und holomorph = f konstant.

e Satz 7.8: Laurententwicklung
r>0,2€EC, D:={0<|A—X|<r}. f:D— X holomorph auf D, 0< p<r, y(t):=Xo +

it

pe
a4 = 2% 7%d,\, (n>0)
by = 21? 020, ()
VR S P WS : —bio)n (AeD)
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e Definition: Arten von Singularititen (anhand von (b;)).
e Satz 7.9: A BA mit Einsel. e#£0, z €2, f(A):=rx\(z) fir A € p(z)
o f holomorph auf p(z),
F (@) = (= Dratri (),
(Resolventengleichung gibt Differenzenquotient, Induktion)
o Ao isolierter Punkt von o (z) => Ao Pol oder wes. Sing. von f.

(Annahme: hebbar. Dann ist f ganz normale PR = r)(z) — ao fir
A— do.

(Ae —z)ra(z) =e— (Aoe —x)ap=e,

also Ao € p(x).)

8 Der Dunfordsche Funktionalkalkiil

Sei 2 komplexe BA mit Eins e # 0.

o Satz 8.1: Funktionsauswertung iber CIF und PR ergeben das gleiche
z€eU r>0,r(x)<p<r, f:Uy(0) - C holomorph, def. durch f(A) =3 a,A", o(z) C
Ur(w)[o] Q Up[O] Q UT[O] Y= pelt( = |7| c p(x))

=5 | SO = 1) =

apx™.

Nk

Il
<]

n

(Idee: 7y in PR entwickeln, nachrechnen.

Aep(x)= B ra(x) =3, a"/A"  glm ([ &3 1).
k € Np.

/y)\k’l“)\ /)\kz il zd)\ = Z/ N kd)\w =27 z*.

f-Def einsetzen, oben benutzen:

/ Z ap A"y (z)dA = i / A"ra(z)d\ =2mi i apz™.)
¥ n=0

n=0 n=0

e Definition: K C C kompakt, D C C offen. Zykel T zuldssig fir (K,D): < |T|NK =0, ' in
D nullhomolog, u(T',z) =1 (z € K). (ohne Beweis: 3.)

o Definition: x € A. H(z):={f:Ds— C: f holomorph auf Dy, D offen,o(z) C D¢}.
feH(z), T fir (o(z), Dy) zuldssig. Dann
@) 2m/f Jra(@)dh. (€2)

e Bemerkungen:
o Wg. CIS ist f(z) unabh. von der Auswahl des Zykels,
o 8.1 gilt fiir jeden zul. Zykel, nicht notwendig kreisférmig,
o feH(z), DC Dy offen, o(z) C D, g:= f|p. Dann g€ H(x), g(z) = f(x),
o f,9eM(z), f=gauf D;ND,y#0, dann f(z)=g(z).
e Satz 8.2: CIF und Resolvente(-npotenzen) stimmen tberein

zeU acp(x), I fir (o(x),C\{a}) zuldssig

= (ae— )" % [(@-ym@an mez)



DER DUNFORDSCHE FUNKTIONALKALKUL

(Idee: Induktion via Resolventengleichung

n > 0: Satz 8.1. Also oBdA n < 0. Weiter u(I', a) = 0 (Teil der Bed. fiir

Zuléssigkeit!)

I = o [ (@ Xrm(@)ax
™ Jr
_ % (= N)"(ra(z) + (@ = Nra(z)ra(z))dr
T

[ a— A)"dA +/1“ (a—AN)"Flry(z)dA
)

/¢
[/F (@— X "d,\] +(ae— ) Upi1)
=0

1
2"
1
3ri (%)

Satz 8.3: x €A, R rat. Fkt. mit PBZ
RN =p\)+ > cmslam—A)7F
m,k
und {a,} C p(z).
= R(z) € H(z),
R(z)=p(z) + Z Cm,k(ame — ) k.
m,k

13

Satz 8.4: x €U, D C C offen, f, f1, f2,.... D — C holomorph auf D. o(x) C D. (= f, f1,

fo,...€ H(x)) fn— f auf D lokal glm
= fu(z) = f().
(frn(M)ra(z) konv glm., dann Satz 7.4)

Satz 8.5: X komplexer BR, A€ L(X), feH(A).

= feH(A"), f(A)=(f(4))"

Approzimationssatz von Runge: D C C offen, f: D — € holomorph

= J rationale Fktfolge (r,), deren Pole in C\ D liegen und r,, = f glm.

Satz 8.6:x €A, f,geH(x), a,F€CT

o af+fgeH(x),
(af + Bg)(z) = af(z) + Bg(z),
Dagipg=DsNDy,

o fgeH(x),

(f9)(z) = f(z)g(z) = g(z) f (=),
Dyg=D¢N Dy,

(Fiir rat. Fkt. f, g ist die Beh. 8.3, ansonsten 8.3, 8.4 und der Satz

von Runge)

o f(A)#0fir alle Aeo(z)=>1/f € H(zx),
f@)eu™, f@)~'=(1/f)(=),
(checke Bedingungen fiir 1/ f € H(x). Mit (2) folgt der Rest.)

o yeU zy=yr=>yf(z)=f(z)y.

(z kommutiert, ry(z) fiir A € p(z) auch, da als PR in z darstellbar)

Satz 8.7: Spektraler Abbildungssatz
ze, feH (x)

o f(z)eUA e f(z)#0 fiir alle z € o(z),

(= f(z0) =0=>3heH(x): (z — 20)h(z) = f(2). & — zpe ist nicht inver-

tierbar, also f(z) auch nicht,
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=8.6(3))

o o(f(z))=f(o(z)),
A€ o(f(x)) & Xe — f(z) ¢ A~1 & f — X hat Nullstelle in o(z) &
flo(z))—A30.)
o 7(f(z))=maxyeo(a) | f(A)];
(klar nach (1))
o f(x)=0¢« f=0 auf o(x).
(= flo(z)) =0(f(2)) =0 (0)={0}.)
e Beispiel: Fir C[0, 1] mit der Sup-Norm sei Ap(t) := fot
f=1: f(A) =1, op(f(A)) ={1} # f(0,(A4)).

e Satz 8.8: Spektraler Abbildungssatz fir o,
X komplexer BR, A€ L(X), f€ H(A)

o flop(A)) Cop(f(A4)),
(o« EW von A mit EV z. D.h. 3g € H(A): f(z) — f(a) = 9(2)(z — a),
und f(A) - f(a)I = g(A)(A —al), also (f(A) - f(a))z=0.)

o f auf keiner Zusammenhangskomponente von D konstant = Gleichheit

—_ >

o(r)dr. o(A) = {0}, op = 0. Mit

(Idee: Urbildmenge von jedem Wert endlich, also rausdividierbar

a € g,(f(A) C a(f(A) = f(e(4) = fYHa) N a(A) # 0 endlich.
Dann Elg € H(A)a Cla ey C’n: f(Z) —a= g(Z)(Z - Cl)(z - C’n)a g(A) €
L(A)~! (g hat keine Nullstellen mehr in o(A) = g(A) muss injektiv
sein). Da f(A) — af nicht injektiv ist, muss einer der (A — (;I)-Fak-
toren schuldig sein. Damit a € f(op(A)).)

e Satz 8.9: Verkettung von Funktionen
ze, fetH(z), geH(f(z))

o D:=f"Y(D,) ist offen und o(z) C D,
(Aeo(x)= f(A) € f(o(z)) =0(f(z)) CDy)
o h:D— C def. durch h:=go f=heH(z), h(z)=g(f(x)).

((1) = h € H(z). Konstruiere offene Menge W C D, so dass ein Zykel
Lo zul. fiir (o(z), Ds) und (o(z), W) ist. Fir & € p(f(x)) existiert
re(f(z)) (verwende 1/(§ — f)). Dann CIF.)

9 Kompakte Operatoren auf Hilbertraumen

H sei stets ein HR.

e Definition: X BR, T € A(X)
Oap(A) :={A € K: I(z,) C X:||z,|| =1, M — A)z, =0}.

o Satz 9.1: A€ L(H) normal
o MtpeK,z,yeH, Ax=>z, Ay=py= A*z= Xz, (z,y)=0,
o 7(4)=up(4)
(D Nimm an \ € g,,N p. Dann A\ — A~ stetig. W! zu Def von o,
Co,=0 wg 3.5. Also betrachte A € 0.7?)
o |l Al|=supje|=1[(Az,z)],
o A symmetrisch=(Az,z) €R,
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(z,Az)=(Az,z)=(z,A*z)=(z,Ax))
o A symmetrisch, kompakt, A0
—  —llAll€op(A) oder [[A] € op(A).

(Es gibt eine Folge, die gegen das Supremum aus (3) konver-
giert. Grenzwert nehmen, rechnen, fertig (OBdA lim A z, #

0))
- [[All=max)z)=1 (A2, z),
—  op(A)\ {0} #0,

(z.B. ||Al.)

— U<KH abg., A(U) CU = A|y symmetrisch, kompakt

o  Entwicklungssatz 9.2:
A € L(H) symmetrisch und kompakt, A # 0, 5,(4) \ {0} = {A1, A, ...} (beachte 4.8)
absteigend dem Betrag nach sortiert
= Ist op(A) \ {0} unendlich [endlich], so gibt es ein unendliches [endliches] ONS (u;) mit
Aty =Agun und Az =3, A\p(T, ug)uy fiir alle z € H.
Im unendlichen Fall A— 0. (4.8)
(Idee: Eigenvektoren rausschnipseln, dann wieder || A]|.
H,.=H, A1 =A. 91(5) =du; € Hy: A1u1 = ||A1||U1 Hs:.= [Ul]J', usw.
Fall 1: bricht ab. Dann 3Im: Ay41 =0, Ay, # 0. (Zur Norm ex. immer ein

EV!) Subtrahiere alle u;-Anteile raus, dann bleibt etwas in N(A) {ibrig.
Also kann man Az aus den u; konstruieren.

Fall 2: bricht nicht ab. Wie oben, Besselsche Ungleichung hilft.

Hétten wir ein A € 0,(A4) \ {0} vergessen, dann wire es im Bild und somit
nach Fall 2 platt.)

o Definition: A positiv (A>0): < (Az,z) >0 fir allez € H.

e Satz 9.3: A€ L(H) symmetrisch, kompakt, A#0, A>0
= die A; aus 9.2 sind >0. (merke: A\;=0 kommen dort nicht vor)

(Aj = (Auj,u5) 20.)
e Satz 9.4: Vor. wie 9.2
= {u1,uz,...} ONB von A(H)
o Satz 9.5: K€ K(H)\ {0}
= I(un) CR>o, (un), (vy) C H ONSe (evtl. endlich) mit
Kz= Z [Jn(l‘, un)'Una
tn— 0 falls unendlich.

(Ahnlichkeit zur SVD! A := K*K kompakt, symmetrisch, positiv, N(A) C
N(K). =(9.2,9.3) Az=3", A (T, un)tn, Ap=>0.

pn =V vp:=1/puKu,. (ONS!) H=N(A)@ A(H).)
e Hilfssatz 9.6: X NR, J # {0} Ideal in L(X)
= F(X)CJ.

(OBdA reicht es {dim A(X) = 1} C J zu zeigen. Sei also dim A(X) = 1.
Nimm ein T # 0. Mit Hahn-Banach konstruiere S, R € F(X), so dass A =
STR.)

o Satz 9.7: J# {0} Ideal in L(H)
o F(H)CJ,
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o F(H)=K(H),
(C:FH)CK(H)=FH)CKH)=K(H).

D : K € K(H). Benutze Zerlegung nach 9.5, Normkonvergenz von
abgeschnittener Summe von dort gegen K nachrechnen.)

o Jabg.=K(H)CJ.

10 Symmetrische Operatoren
H Hilbertraum, A: H — H linear und symmetrisch, also nach Hellinger-Toeplitz stetig. Dann
auch A= A*.

UTz,y)=(T(z+y),z+y)—(T(x—-y)z—y)+i(T(z+iy),z+iy) —i(T(z—iy),z —iy) (1)
wegen

(T(z+y),z+y)—(T(x-y)z—-y)=2(Tz,y)+2Ty,z)
und
i({(T(x+iy),z+iy) —(T(z—iy),z—iy))=—2(Ty,z)+2(Tz,y).
(Dies dient dazu, aus (Az,z) (Az,y) machen zu konnen.)
e Satz 10.1: A, B € L(H) symmetrisch

o Verallgemeinerte CSU: A>0
= [(Az,y)?<(Az,z)(Ay,y) fir alle z,y € H.

o A=B&(Az,z)=(Bz,z)firalexc H
(Symmetrie ist essentiell. A — B sym, (T'z,z)=0=]||T|.)
e Satz 10.2: H komplex, A, B: H— H linear
o A symmetrisch & (Az,z) €R fiir alle x € H,
(<:(Az,z)y=(x,Az). Dann (1)=(Az,y)=(x,Ay) (in allen Teil-
termen A riiberbringen))
o A=B& (Ax,z)=(Bz,z) firalleze H
(:(Az,z)=(Bz,z)=>{(Az,y)=(Bz,y)=> ((A— B)r,y) =0 fir
alle z, y.)
o Satz 10.3: A, B € L(H) symmetrisch
o a,f€R= aA+ B symmetrisch,
o A* symmetrisch,
o A B symmetrisch< A B=B A.
e Definition: A, B € L(H) symmetrisch. A< B& B —A>0. (impliziert ||A|| <||B]|)

e Definition: A € L(H) symmetrisch.
m(A) :=inf|z =1 (Az,T),
M(A) = sup||w||:1 <A.”L', 1’)
Dann: — [[A]|<m(4) < M(A) <||A], || ]| = max {m(A)], |M (4)]}.

o Lemma: B € L(H) symmetrisch, B >0
4
= Bl < (Be,2)||B||l<|”.

(IBz|" = (Bx,y:=Bz)’ < (10.1)(Bz,z)(By,y) = (Bz,z)(B’z,z).)
o Satz 10.4: A€ L(H) symmetrisch
o H komplex=||Rx(A)||<1//Im ]| fiir alle A ¢ R,
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(Beweis von 3.5(5): (beachte X € p(A))

ImAlllz|l < [[(A = A)z]]
ImA|[|(A - A)~tz|| < |lz]
IBA(Al < 1/[TmA[)

o o(4)C[m(4), M(A)], m(A), M(A) € o(A).
(Ang. A€ (—oo,m(A4))No(A4).
T:=A- )\I>O ( (T)=m(A)—A>0)
A€o(A)=0€0(T)=04p(T). ||zn||=1, Tz,— 0.
0K (Txp, zn) <||Txn|||zn]| = ||Tzn|| = 0=>m(T) < 0. WI)
e Satz 10.5: Eine monotone und (durch einen sym. Operator B € L(H)) beschriankte Folge
symmetrischer Operatoren konvergiert punktweise.

(zxe H. n>m OBAA Ay 2 Ap. [|(An — Am)z||* < C((An — Am)z, )|
(Anz, ) ist monoton und beschr. = CF = A,z CF.)

11 Der Funktionalkalkiil fiir symmetrische Operatoren

Sei stets H komplexer HR, A € L(H) symmetrisch. m: =m(A4), M := M (A).
P:=R[X], P*:={p(c(4)) >0}.
Beachte: p € P= p(A) symmetrisch
o Satz 11.1:
o A>20&0(A)C]0,00),
o pePT=p(4)20,
(0(p(4)) = p(o(A)) C[0,00) = p(4) >0 (vel. 8.7))
°© p,q€P mit p<q auf o(4) = p(4) <q(4),
o (pp) CP* mit py = p2>-->0 auf o(A)
—  limp 00 pp(A) fiir alle A€ o(A)

(monoton und beschrinkt)

— 3B € L(H) symmetrisch: p,(A) — B punktweise
((3) und 10.5)

o Satz 11.2: Monotone Grenzwertbildung erhdlt <

(Pn), (@) CPH, p12p2 220, q1 2 g2 2 20 auf o(4),

fr9:0(4) =[0,00), pu(A) = f(A), gn(A) = g(A), (vel. 11.1(4.0))

f<gauf o(A)

B,C € L(H) symmetrisch, p,(A) = B, ¢,(4) = C, (vgl. 11.1(4.ii))

= B<C.
(Idee: Dini
k €N fest. r,(A) :=max {0, pp(A) — qx(\)}. 7, — 0 pw monoton auf o(4) =
(Dini) glm.
€>0. IngVn 2 ne:0< ry, <€ auf o(4) = p, — qx < e auf o(A4) fiir n > ny.
= (n—00,e=0,k—=00) (Bz,z)— (Cz,z)<0.)

e Definition: f:0(A) —[0,00)
feLt:o3(p,) CPT monoton fallend auf o(A), p,(A) = f(N) fiir Aea(A).
Dann: (p,) zuldssig fir f.
Dann: setze f(A4) nach 11.1(4). (11.2 = unabh. von Wahl der Folge)
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o Satz 11.3: f,geLt, a>0, TeL(H), TA=AT

o f(A4)>0sym,
afe LT,
f+gelt,

o fgecLt,
(f9)(A) = f(A)g(A)=g(A) f(4),
n) zuldssig fir f, (g,) zuldssig fir g= (ppgn) zuldssig fir fg.
9)(A)z, z) = lim ((ppgn)(A)z, z) = lim (p,(4)gn(4)z, ) = lim
n(A)x, pp(A)z) =lim (p,(4)z, g (4)z).)
o f<gauf o(4)= f(A)<g(4),
(11.2)
o Tf(A)=f(AT.
(T'p(A) =p(A)T Vpe PT)
e Definition: L:={f:0(A)—>R:3g,he Lt: f=g—h}.
Dann f(A):=g(A)— h(4).
(Wohldeﬁniertheit: f=g-h=G—-h=>g+h=§+h=> (11.3) g(4) +
h(A)=gG(A)+ h(A).)
o Satz11.4: f,geL(H), a€R, T€ L(H), TA=AT

o f(A)sym.,
af €L,
f+gel,
°o fgekL,
(f9)(A) = F(A)g(A) =g(A) f(4),
o f<gauf o(4)= f(4)<g(4),
o Tf(A)=f(AT.
o Definition: C(0(A),K):={f:0(4) = K: f stetig}.
o Satz 11.5: C(o(A),R) C L.
(1.f€eC(o(A),R), f >0 auf 0(A)=>Vndp,: f+1/(n+1)<pr < f+1/n.
2. ft, f~ usw.)
o Satz 11.6: A>0
= 3B€ L(H): B symmetrisch, B >0, B2=A.
(Bez. ,Wurzel“, B :Al/z)
(Existenz: f(A):=v/A, feL*, B:= f(A)

Eindeutigkeit: Idee: Binomi, dann v/ \/Z .

Nimm an, C auch. == CA=CC?=AC, dh. C kommutiert mit A, also
auch mit B= f(A).

(B—C)(B+C)=B*>-C?=0= auf B+C(H) gilt B=C.
DeL(H) sym., D>0,D?*=B, ze B+ C(H)*=N(B+C).
= ||D z|? =(D?2,2z)=(Bz,z) < (Bz,z) + ( z,z2)={((B+C)z,z)=0=>
Bz:O:>Cz:0(fa,llsmcht,dann¢N( C))=B=C=0auf N(B+
C))
o Satz 11.7: fe L, (fo)CL
o fist auf o(A) beschrinkt und || f(A)|| <supreq(a)|f(N)],

((
((f
(q
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(f € LT: (pn) sei zulidssige Folge = 0 < f < p1 auf o(A), dies iibertragt
sich auf fe L.

feL: Li=supreqa |FN) = (via (f(A)z,2)) I (A)| <L)
o fn— fglm= fn(4) = f(A).
(folgt aus (1))

o Definition: Lo¢:={u:0(A) - C:Reu,Imue L},
Def u(A) naheliegend.

o Satz 11.8:
o C(C(o(4),C)CLg,
(s. 11.5)

o u€Lg=u(A) normal, u auf o(A) beschrénkt, |[u(A4)|| <supres(a)|u(M)],
(Beschrénktheit auf o(A): 11.7,
Nachrechnen u(A4)* =a(A). Normalitét folgt.
[[w(A)]* =2.16 [[u(A)u(A)*|| = || F(A)? + g(A)?]| < supxes(a) [u(N)|
o UuU€Lg, (un) CLg, Up— u glm = u,(A) = u(A),
(folgt aus Punkt 2)

o  Spektraler Abbildungssatz: u € C(a(A),C)

- u(o(4))=o(u(4))
(C:Idee: W! zum “spektralen Abb.satz” fiir Polynome
o € u(o(A)), OBdA po=0. 3Ao € 0(A): u(Ag) = 0. Nimm an
0€p(A)=u(A)eL(H)™ L
Sei € > 0 so, dass fiir T € L(H) mit ||[T + u(A4)|| <e=>T €
L(H)~!. Finde Polynom, das u auf o approximiert. Dann
p(Ao)I — p(A) € L(H)™1, also p(Xo) € p(p(4)). Fiir Polynome
gilt aber der spektrale Abbildungssatz nach Kap. 8. W!
D:Idee: u(A)u*(A) normal.
o € a(u(A)), OBdA po = 0. = (9.1) I(z,) C H: ||zn|| = 1,
u(A)z,— 0.
fi=1|u|? f(A) symmetrisch, 8 :=min f(c(A)) = BI < f(A) =
u(A)*u(A). Normalitit von f=0< 8 < |[u(d)zn|> = 0= =
0=3Ao€0c(A4): f(Ao) =0=u(Ng) =0€u(c(A4)).)

= [u(A)||=maxyeq(a) [u(A)];

—  u(A) sym. < u reellwertig (auf o(A4))
(=u(4) sym.=>o(u(4)) CR=u(c(4))CR
< Kklar)

e Bemerkung:
H(A) CC(o(4),C) C L¢

fn(A) sei der Operator f(A) nach Kapitel 8.
fs(A) sei der Operator f(A) nach Kapitel 11.

o Satz 11.9: fe H(A)
= fa(A) = fs(A)
(Nach Runge: (r,) C C(X) C H(A), r,— f lokal glm auf Dy.
Ry, := (rg)n(A4). Rationale Funktionen kann man aber auch nur fiir Opera-

toren hinschreiben, dafiir braucht man keinen Funktionalkalkiil. Nach 8.3
und 11.4 ist damit auch Ry = (rg)s(A).
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Wg. 8.4: Ry = fn(A)
Wg. 11.8(3): Ry = fs(4)
= Die beiden sind gleich.)

12 Aus den Ubungen

e Satz von Laz-Milgram: H reeller HR, a: H x H — R bilinear, Ja > 0: a(z, z) > al|z|?,
3C > 0:]a(z, y)| < Clz| ||y

o E]TEL(H)I
— 3T eL(H):a(z,y)=(Tz,y)
.

— ceH=|Tel|>alz|

— T:H — H stetiger Isomorphismus
o w€eH'=>31heH:

— z€H=alh,z)=¢(x)

—  a(z, y) =a(y, ) = h ist Lsg der Extremwertaufgabe ®(h) = min,c gy ®(z),
wobei ®(z) =1/2a(z,x) — p(z).

13 Beachte

e Warum in Kapitel 8 immer o(z) C D?
Etwas nicht bijektives sollte nicht im Nenner stehen. (ae — x) ist nicht bijektiv, wenn «a €
o(xz). Wenn man dann fordert, dass a € D, so weiss man, dass (o — \) kein (wesentlicher)
Faktor im Nenner ist.
Beispiel: Ist x nicht bijektiv, so ist 0 € o(x). Man fordert dann mit o(x) C D, dass man 0
in die Funktion einsetzen kann, dass also nicht durch z dividiert wird.

e Hahn-Banach braucht keine Banachriaume.



